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Блок C
ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ
ОБЪЕКТЫ
Строгость лишь освящает то,
что завоевано интуицией. 

Жак АДАМАР 


M.C..Escher's "Colonnade of St.Peter's in Rome"( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.
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Блок С

ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ

Здание анализа в значительной мере возведено на песке.

Герман ВЕЙЛЬ

Подступая к новому блоку четвертого этажа, мы вновь обращаемся к числам – этим поразительным обитателям математического мира. Мы уже отмечали, что числа можно сравнивать между собой и определять для них различные операции. Это позволило ввести два чрезвычайно важных класса объектов, обладающих упорядоченной и алгебраической структурой. Однако числа обладают еще одним удивительным свойством, на котором наше внимание до сих пор не акцентировалось. Мы всегда имеем возможность оценить степень близости двух чисел. Было бы весьма заманчиво установить критерий близости объектов общей природы – векторов, матриц, функций, операторов и др., с которыми так часто приходится сталкиваться в анализе и его неисчислимых приложениях. Без этого нам никогда не удастся распространить на них важнейшие аналитические понятия – сходимость, непрерывность, дифференцируемость и т.д.

Вспомним классические определения сходимости числовой последовательности и непрерывности функции, на которых фактически держится весь классический математический анализ. Последовательность чисел {xk} сходится к точке х, если для любого числа (>0 найдется такой номер n, зависящий от (, что для любого k>n имеет место неравенство | xk – x | < (. Соответственно, функция f = f(х) называется непрерывной в точке х0, если для любого (>0  найдется такое число (>0, зависящее от (, что выполняется неравенство 
|f(x) – f(х0) | < (  как только | x – х0 | < (. Эти привычные и понятные определения непременно потеряют смысл, стоит лишь от чисел перейти к объектам иной природы. Действительно, что же произойдет, если мы столкнемся не с числовой, а с функциональной последовательностью, не с функцией, а с оператором общего вида? А ведь именно с ними нам предстоит встретиться на верхних этажах здания, где неотвратимо встают проблемы теории дифференциальных и интегральных уравнений, математической физики, вычислительной математики, теории оптимального управления, теории вероятностей и др., не разрешимые средствами классического математического анализа.

По-видимому, мы смогли бы сохранить смысл этих определений, если бы научились должным образом оценивать близость произвольных объектов. В частности, можно предположить, что всякая (а не просто числовая) последовательность {xk} сходится к некоему элементу х, если для любого достаточно большого номера k величина xk будет сколь угодно близка к х. Аналогично, оператор (а не просто функция) f = f(х) можно назвать непрерывным на элементе х0, если для любых значений х, достаточно близких к х0, значение f(x) будет сколь угодно близко к f(х0). Таким образом, возникает необходимость придать понятию близости объектов произвольной природы четкий математический смысл. 
Мы могли бы решить эту задачу, вводя понятие окрестности. Действительно, последовательность {xk} будет сходиться к некоторому значению х, если все ее элементы, начиная с некоторого номера, попадают в произвольную  (а значит, сколь угодно малую) окрестность x.  В свою очередь оператор f  оказывается непрерывным в точке х0, если для любой окрестности U элемента f(х0) существует такая окрестность V этой точки, что для любого элемента х из V справедливо включение  f(x)(U.  
Понятия близости и окрестности являются центральными для одной из наиболее глубоких математических дисциплин – топологии. В третьем блоке данного этажа как раз и располагаются множества, для которых окрестности задаются аксиоматически, что позволяет оценить степень близости элементов. В наиболее общем виде эта возможность реализуется для определяемых ниже топологических пространств. 
Блок состоит из двух секций. В первой из них мы встретимся с собственно топологическими пространствами, для которых близость элементов носит качественный характер. Во второй секции располагаются метрические пространства, где определена особая структура – метрика, непосредственно характеризующая расстояние между объектами. Метрические пространства составляют сравнительно узкий класс топологических пространств, обладающих удивительно богатыми геометрическими свойствами, и вследствие этого имеют чрезвычайно важное практическое значение. Каждая из секций условно разбита на две комнаты, в первой из которых располагаются топологические или метрические пространства общего вида, а во второй – специальные (т.е. наделенные какими-то дополнительными свойствами) классы соответствующих пространств.
Дальнейшее развитие теории топологических пространств осуществляется в блоке Е, где рассматриваются множества, наделенные одновременно как топологическими, так и алгебраическими свойствами.
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ОБЪЕКТЫ

Секция I
ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ 
ПРОСТРАНСТВА
Многие вещи нам не понятны 
не потому, что наши понятия слабы;

но потому, что сии вещи не входят в круг наших понятий.

Козьма ПРУТКОВ
M.C.Escher's "House in the Lava near Nunziata, Sicilia"  
( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.

Чистая математика..., подобно лучшим произведениям литературы, и через тысячи лет продолжает приносить тысячам людей эмоциональное удовлетворение.
          Годфри Гарольд ХАРДИ

В первой секции блока мы познакомимся с топологическими пространствами – объектами, для которых задана некоторая система открытых множеств, называемая топологией. В состав топологии непременно должны входить носитель (рассматриваемый объект) и пустое множество, а пересечение двух и объединение произвольного числа открытых множеств предполагаются открытыми. 

Для описания топологических характеристик можно воспользоваться понятием окрестности, позволяющим оценить степень близости точек и определить сходимость последовательностей. Если прообраз любого открытого множества при действии некоторого преобразования открыт, то это преобразование называется непрерывным оператором. Под топологическими свойствами понимаются такие свойства объектов в топологических пространствах, которые не меняются при гомеоморфизмах – взаимно однозначных и взаимно непрерывных отображениях. Среди топологических свойств, рассматриваемых в дальнейшем, отметим связность, отделимость, компактность и сепарабельность.

Во второй секции будут рассмотрены метрические пространства, в которых допускается возможность количественной оценки близости различных точек. Это достигается заданием некоторой специфической характеристики – метрики, определяющей топологию и наделяющей пространство превосходными геометрическими свойствами.

Комната 4С.1. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА

Трудно отделаться от ощущения, что эти математические формулы существуют независимо от нас и обладают собственным разумом, что они умнее нас, умнее тех, кто открыл их, и что мы 
извлекаем из них больше, чем было в них первоначально заложено. 

                      Генрих ГЕРЦ

В основе излагаемой теории лежит понятие топологии – некоторого специфического семейства подмножеств рассматриваемого множества.

Определение 4С.1. Семейство подмножеств ( множества Х называется топологией XE "топология"  на Х, если в состав (  входят множества ( и Х, причем пересечение любых двух и объединение произвольного количества элементов ( принадлежат этому семейству. Пара (Х,(), где Х – некоторое множество, а ( – топология на нем, называется топологическим пространством XE "пространство:топологическое" . 
Элементы носителя Х топологического пространства (Х,() называются точками XE "точка" , элементы топологии – открытыми множествами XE "множество:открытое" , а дополнения к открытым множествам в носителе топологии – замкнутыми множествами XE "множество:замкнутое" . Если (Х,() – топологическое пространство, то говорят, что на множестве XE "носитель:топологии"  Х, задана топологическая структура XE "структура:топологическая" . 

Замечание 4С.1. Согласно этому определению топология включает в себя элементы Х, ( и замкнуто относительно пересечения двух и объединения произвольного числа элементов данного множества (см. рис. 4С.1). Формально ее можно понимать как универсальную алгебру с сигнатурой, включающей в себя две операции нулевого порядка (фиксация особых элементов), бинарную операцию пересечения множеств и операцию объединения произвольного порядка (если это, конечно, можно назвать операцией). Таким образом, вводимая топологическая структура является, как бы, частным случаем алгебраической. Однако она обладает столь богатыми свойствами, не типичным для классических алгебраических объектов (см. блок В), что целесообразнее рассматривать ее самостоятельно. Следует также подчеркнуть, что теория топологических пространств изучает не только и не столько элементы топологии (т.е. множества), а скорее, элементы исходного множества и степень их близости друг к другу.
Замечание 4С.2. Топологическое пространство, подобно упорядоченному множеству и универсальной алгебре представляет собой структуризованное множество. Оно характеризуется парой, включающей в себя носитель и собственно структуру (в данном случае, топологию).
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Рис. 4С.1. Топология ( на множестве Х.

Замечание 4С.3. Естественно, топологическая замкнутость множества не имеет ничего общего с замкнутостью множества относительно той или иной операции (см. блок В).

Замечание 4С.4. Исторически топология как математическая дисциплина выделилась из геометрии, чем и объясняется используемая терминология – точка, пространство, окрестность, открытые и замкнутые множества и т.д.

Рассмотрим простейшие примеры топологических пространств.

Пример 4С.1. Пустое пространство XE "пространство:топологическое, пустое" . Пустое множество ( с топологией ( = {(} образует топологическое пространство без точек (см. рис. 4С.2). Множество ( в нем замкнуто и открыто.

Замечание 4С.5. То обстоятельство, что открытое множество топологического пространства может в то же время оказаться замкнутым, едва ли должно вызывать особое удивление. Действительно, множества Х и (, являясь дополнениями друг к другу, заведомо открыты и замкнуты одновременно в любом топологическом пространстве (Х,(). 

Замечание 4С.6. Топология пустого пространства включает в себя один элемент. Топология любого непустого пространства содержит как минимум два элемента – носитель и пустое множество.

Пустое пространство тривиально и практически не дает никакой информации о природе топологических объектов. Рассмотрим простейшее непустое топологическое пространство.
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Рис. 4C.2. Пустое пространство.
Пример 4С.2. Одноточечное пространство XE "пространство:топологическое, одноточечное" . На множестве Х = {х} можно ввести топологию ( = {(,Х}. В полученном топологическом пространстве имеется одна точка х и два множества ( и Х, которые открыты и замкнуты одновременно (см. рис. 4С.3).

Одноточечное пространство почти так же мало содержательно, как и пустое. Однако введение топологии на множестве, включающем в себя два элемента, уже дает нам немало информации и позволяет определить топологические пространства с весьма специфическими свойствами.

Пример 4С.3. Двухточечные пространства XE "пространство:двухточечное" . На множестве 
Х = {х,у} с двумя элементами (точками) х и у можно задать четыре топологии (см. рис. 4С.4):

(1 = {(,{x},{y},X}, (2 = {(,{x}, X}, (3 = {(,{у},X}, (4={(,X}.

Соответствующие топологические пространства называются двоеточиями XE "двоеточие" . При этом пространство (Х,(1) называют простым двоеточием XE "двоеточие:простое" , пространства (Х,(2) и (Х,(3) – связными двоеточиями XE "двоеточие:связное" , а (Х,(4) – слипшимся двоеточием XE "двоеточие:слипшееся" . Характеристика подмножеств из Х в различных топологиях дается в таблице 4С.1.

Замечание 4С.7. Как видно из примера 4С.3, на одном носителе может быть определено сразу несколько топологий. В этом нет ничего удивительного, с подобной ситуацией мы уже встречались в предшествующих блоках. 

Замечание 4С.8. Очевидно, открытые и замкнутые множества не исчерпывают все возможные подмножества топологического пространства (см., в частности, слипшееся двоеточие). Отметим, что в достаточно содержательных пространствах подавляющее большинство подмножеств не являются ни открытыми, ни замкнутыми. Элементы топологии пространства и их дополнения обладают "достаточно хорошими" топологическими свойствами, вообще говоря, не характерными для множеств общего вида.
Табл. 4С.1. Множества на двоеточиях.

	топология
	открыты
	замкнуты
	прочие

	(1
	(, {x}, {y}, X
	(, {x}, {y}, X
	– 

	(2
	(, {x}, X
	(, {у}, X
	– 

	(3
	(, {у}, X
	(, {x}, X
	–

	(4
	(, X
	(, X
	{x}, {y}
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Рис. 4С.3. Одноточечное пространство.
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Рис. 4С.4. Двухточечные пространства (двоеточия).

Замечание 4С.9. Можно описать некоторый процесс построения подмножеств в топологическом пространстве на основе открытых и замкнутых множеств. На его первом шаге рассматриваются множества типа 
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 XE "множество:типа " 
, состоящие из счетных объединений замкнутых множеств, и множества типа 
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 XE "множество:типа " 
, представляющие собой счетные пересечения открытых множеств. На втором шаге определяются множества типа 
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, включающие собой счетные пересечения множеств типа 
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, состоящие из счетных объединений множества типа 
[image: image13.wmf]G

d

. Продолжая этот процесс далее, можно определить новые классы множеств, называемых борелевскими XE "множество:борелевское"  (см. также блок D).
Для дальнейшего продвижения вперед хотелось бы иметь в своем распоряжении некоторый запас топологических пространств. Простейший способ построения нового топологического пространства на основе уже имеющегося связан с переходом к подпространству. Пусть задано топологическое пространство (Х,() и множество Y(Х (см рис. 4С.5). Определим семейство множеств ( = {M(Y | M((}. Оно называется топологией, XE "топология:индуцированная"  индуцированной на Y из Х с помощью топологии (.

Определение 4С.2. Пара (Y,() – топологическим подпространством XE "подпространство:топологическое"  пространства (Х,().
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Рис. 4С.5. Топологическое подпространство (Y,() пространства (Х,().
Замечание 4С.10. Топологическое подпространство аналогично упорядоченному подмножеству и универсальной подалгеброй и является подобъектом в категории топологических пространств (см. этаж 5). Индуцированная топология представляет собой индуцированную структуру (см. этаж 5). Кроме того, говорят, что топология ( является продолжением топологии XE "продолжение:топологии"  (  на множество Х. 

Замечание 4С.11. В отличие от алгебраических объектов и подобно отношению порядка топологическая структура может быть индуцирована на любое подмножество носителя.

Пустое пространство является подпространством любого топологического пространства. Топология одноточечного пространства индуцирована любой топологией из примера 4С.3 (см. рис. 4С.6). 

Замечание 4С.12. Неоднозначность продолжения топологии на более широкий носитель вполне естественна. Добавление хотя бы одного элемента к непустому множеству открывает богатые возможности определения топологии на расширенном множестве. Аналогичными свойствами обладает продолжение других типов структур.
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Рис. 4С.6. ((,() – подпространство (Х,(); (Х,() – подпространство (Y,().

Замечание 4С.13. Впоследствии будут рассмотрены другие способы определения топологических пространств на основе уже имеющихся. Речь идет о факторпространстве и произведении пространств, аналогичных универсальной факторалгебре и произведению алгебр, для определения которых понадобится понятие непрерывного оператора.

Различные топологии на одном носителе можно сравнивать между собой.

Определение 4С.3. Если ( и ( – две топологии на одном и том же носителе, и справедливо вложение ( ((, то говорят, что топология ( слабее XE "топология:более слабая"  (, а топология ( сильнее XE "топология:более сильная"  (.

Замечание 4С.14. Множество всевозможных топологий на одном носителе можно упорядочить в смысле вложения. Соответствующее упорядоченное множество не будет линейно упорядоченным. В частности, для двухэлементного множества Х топологии (2 и (3 не сравнимы. Этот результат не должен вызывать удивления, поскольку мы имеем дело с упорядоченным подмножеством множества (((Х),(), которое не является линейно упорядоченным (см. блок А). На рассматриваемом упорядоченном множестве топологий понятия  "слабее"  и  "сильнее"  двойственны.

Замечание 4С.15. Мы еще убедимся, что топологические пространства (Х,(2) и (Х,(3) обладают совершенно одинаковыми свойствами. Они различаются только обозначениями – достаточно переименовать точки х и у, и одно из них преобразуется в другое. Эти пространства топологически эквивалентны, т.е. гомеоморфны, а преобразование, реализующее переименование точек, является топологическим изоморфизмом, называемым гомеоморфизмом.

В примере 4С.3 топология (4 оказывается самой слабой, а (1 – самой сильной. Для любого носителя на упорядоченном множестве топологий всегда существуют наибольший и наименьший элементы.

Определение 4С.4. Топология, состоящая только из пустого множества и носителя, называется антидискретной XE "топология:антидискретная" ; булеан носителя определяет на нем дискретную топологию XE "топология:дискретная" .
Дискретная топология (в частности, (1 из примера 4С.3) представляет собой наибольший, а антидискретная (например, (4) – наименьший элемент на упорядоченном множестве топологий, соответствующих одному носителю.

Замечание 4С.16. Для пустого и одноэлементного множества (и только для них) дискретная и антидискретная совпадают, а соответствующее множество топологий состоит из единственного элемента. Естественно, чем шире множество, тем больше топологий может быть определено на нем, а следовательно, тем сильнее дискретная топология отличается от антидискретной.
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Рис. 4С.7. Построение топологии на множестве действительных чисел.

Замечание 4С.17. Как видно из таблицы 4С.1, чем сильнее топология, тем больше в ней открытых множеств (более сильная топология представляет собой более широкое множество, а ее элементы – это и есть открытые множества) и замкнутых множеств (если больше открытых, то больше и их дополнений, т.е. замкнутых множеств).

До сих пор мы определяли топологию на простейших конечных носителях. Более содержательные результаты могут быть получены при исследовании бесконечных множеств, например, множества действительных чисел. Обращаясь к нему, мы не только научимся сводить многие положения анализа к топологии, но и получим более эффективный способ определения топологического пространства на объектах достаточно общей природы.

Замечание 4С.18. Естественно, семейство топологий для действительных чисел бесконечно, поскольку носитель является не просто бесконечным, но даже не счетным множеством. Понятно, на множестве действительных чисел можно ввести дискретную и антидискретную топологию. Однако нас интересует более содержательная топология, с помощью которой можно дать строгое описание важнейших понятий классического математического анализа. 

Пример 4С.4. Действительные числа XE "топология:действительных чисел" . Любая определяемая топология непременно должна включать в себя носитель и пустое множество. Было бы вполне естественным предположить, что в состав интересующей нас топологии действительных чисел войдут также и всевозможные открытые интервалы (а иначе, зачем же их называют открытыми?), включая бесконечные. Очевидно, пересечение любых двух открытых интервалов либо пусто, либо представляет открытый интервал. Однако объединение интервалов, к сожалению, не всегда оказывается интервалом (см. рис. 4С.7), т.е. множество интервалов не замкнуто относительно объединения. Тем самым наша первая попытка построения топологии не увенчалась успехом. Попробуем теперь в качестве топологии действительных чисел выбрать более широкое множество всевозможных объединений открытых интервалов. Нетрудно убедиться, что операции объединения и пересечения  уже не выводят за пределы этого множества (см. рис. 4С.7). Итак, выполняются все необходимые требования, а значит, совокупность всевозможных объединения открытых интервалов образует топологию на множестве действительных чисел. Замкнутыми множествами здесь (помимо пустого множества и носителя) будут всевозможные одноточечные множества {a}, отрезки [a,b], бесконечные отрезки [a,() и (-(,b], являющиеся дополнениями к соответствующим открытым множествам (см. рис. 4С.8), а также конечные объединения подобных множеств. Для краткости множество действительных чисел с введенной топологией будет обозначаться по имени его носителя, т.е. через 
[image: image17.wmf]¡

. Это не вызовет недоразумений, поскольку другие топологии здесь в дальнейшем рассматриваться не будут. 
Замечание 4С.19. Множество рациональных чисел представляет собой объединение счетного числа одноточечных множеств, которые замкнуты. Тем не менее, множество 
[image: image18.wmf]¤

 не замкнуто, поскольку его дополнение (множество всех иррациональных чисел) не входит в состав топологии. Таким образом, счетное объединение замкнутых множеств не обязательно замкнуто. 

Замечание 4С.20. Множество 
[image: image19.wmf]¤

, будучи счетным объединением замкнутых множеств, оказывается борелевским множеством типа 
[image: image20.wmf].
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Замечание 4С.21. Мы уже сталкивались с интервалами в теории упорядоченных множеств (порядковый интервал) и линейных пространств (отрезок, соединяющий два вектора и не содержащий границы). Эти понятия, вообще говоря, различаются. Однако на множестве действительных чисел они эквивалентны, что и оправдывает используемую терминологию.
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Рис. 4С.8. Простейшие замкнутые подмножества действительных чисел.
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Рис. 4С.9. Различие свойств множества в пространстве и подпространстве.

Замечание 4С.22. Понятно, что на множестве действительных чисел можно определить бесконечное и даже не счетное семейство топологий. Среди них выбирается та, которая соответствует интуитивно ясному понятию открытого множества – открытому интервалу. Определенная таким образом топология существенно сильнее антидискретной и существенно слабее дискретной топологии множества действительных чисел. Именно с ней связаны естественные понятия непрерывности и сходимости, используемые в математическом анализе. 

Замечание 4С.23. Когда выяснилось, что совокупность открытых множеств оказалось не замкнутым относительно объединения, мы расширили этот класс таким образом, чтобы открытые интервалы все-таки вошли в состав топологии. Эта процедура имеет достаточно естественный алгебраический смысл и напоминает технику введения различных числовых множеств, получаемых за счет пополнения более простых числовых множеств решениями соответствующих уравнений.

Пример 4С.5. Рассмотрим множество 
[image: image23.wmf][,](,)
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 действительных чисел при условии, что входящие в его определение объединяемые подмножества не пересекаются. Зададим на нем индуцированную топологию из 
[image: image24.wmf].
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 Очевидно, отрезок 
[image: image25.wmf][,]
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 там будет входить в состав топологии, будучи объединением множества М с любым содержащим его открытым интервалом (элементом топологии на 
[image: image26.wmf]¡

), не пересекающимся с множеством 
[image: image27.wmf](,).
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 В результате заключаем, что этот отрезок оказывается одновременно открытым и замкнутым, дополнение к открытому множеству 
[image: image28.wmf](,).
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 Однако последнее также не только открыто, но и замкнуто, будучи дополнением к открытому множеству 
[image: image29.wmf][,].
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 Таким образом, множества, не являющиеся открытыми или замкнутыми в исходном пространстве, могут становиться таковым при переходе к подпространству (см. рис. 4С.9).

Замечание 4С.24. Мы убеждаемся в том, что при переходе от пространства к подпространству свойства объектов, вообще говоря, не наследуются.
Замечание 4С.25. Рассмотренный пример служит также иллюстрацией отсутствия свойства связности, рассматриваемого в последующей комнате. 
На множестве действительных чисел топология вводилась в два этапа: сначала рассматривались открытые интервалы, а потом – их всевозможные объединения. В результате приходим к следующему понятию.

Определение 4С.5. Базисом топологии XE "базис:топологии"  ( называют такое 
семейство ( из (, что любое множество из ( представимо в виде объединения элементов (.

Множество всех открытых интервалов образует базис рассмотренной топологии на множестве 
[image: image30.wmf]¡

. Множество всех одноточечных множеств является базисом дискретной топологии.

Замечание 4С.26. Понятие базиса топологии в некотором смысле аналогично базису линейного пространства  (см. блок В). Вспомним, что любой его вектор представим в виде суммы элементов базиса (умноженных на некоторый скаляр). Любое открытое множество топологического пространство может быть описано с помощью базиса топологии подобно тому, как любой вектор однозначно характеризуется базисом линейного пространства. В блоке D мы столкнемся с понятием (ортонормированного) базиса гильбертова пространства, а на пятом этаже – с базисом шкалы множеств. Во всех случаях мы имеем дело с общей концепцией базиса множества – возможности сведения любого его элемента к некоторой фиксированной совокупности "более простых" элементов того же множества, составляющих базис. 
Замечание 4С.27. Еще раз подчеркнем непревзойденную роль числовых множеств. Определив содержательную топологию на множестве действительных чисел, придающую солидную основу классическому математическому анализу, мы получаем еще и универсальный способ введения топологии на множествах достаточно общей природы.

Для определения топологии пространства достаточно указать ее базис. Однако часто топологические свойства описываются другим способом. В этом случае используется одно из центральных понятий топологии – окрестность, с помощью которого могут быть описаны практически все топологические конструкции.

Определение 4С.6. Окрестностью XE "окрестность:множества"  множества М в топологическом пространстве есть любое множество, включающее в себя открытое множество, содержащее М. Окрестность точки XE "окрестность:точки"  есть окрестность соответствующего одноточечного множества.  

Замечание 4С.28. В принципе, в основу определения топологического пространства можно положить понятие окрестности, а открытые множества (элементы топологии) вводить на его основе.
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Рис. 4С.10. Окрестность точки.

Табл. 4С.2. Окрестности точек на множестве Х = {x,y}.

	топология
	х
	у

	(1  = {(, {x}, {y}, X}
	{x}, X
	{y}, X

	(2  = {(, {x}, X}
	{x}, X
	X

	(3  = {(, {у}, X}
	X
	{y}, X

	(4  = {(, X}
	X
	X


Окрестности точек в различных двухточечных пространствах указаны в таблице 4С.2.

Замечание 4С.29. Как видно из приведенной таблицы, чем сильнее топология, тем большим числом окрестностей обладают точки пространства. Оно и понятно: окрестности связаны с открытыми множествами, а более сильная топология по определению обладает большим числом открытых множеств.

Для описания всех окрестностей некоторой точки в действительности достаточно указать лишь некоторое семейство этих окрестностей.

Определение 4С.7. Фундаментальной системой окрестностей XE "окрестностей:фундаментальная системая"  точки х назовем такую совокупность ( ее окрестностей, что для любой ее окрестности U существует такое множество V((, что V(U.

В дискретном пространстве фундаментальная система окрестностей точки х есть множество {х}. Фундаментальная система окрестностей точки х на 
[image: image32.wmf]¡

 может быть задана интервалами, т.е. (-окрест- ностями  К((х) = (х-(, х+() или В((х) = [х-(, х+(].

Существует глубокая связь между базисом топологии и фундаментальной системой окрестностей. Для того чтобы семейство ( открытых множеств топологического пространства было базисом его топологии, необходимо и достаточно, чтобы для любой точки х множество всех U((, содержащих х, было фундаментальной системой окрестностей этой точки. Известно, что для описания топологии достаточно перечислить не все ее открытые множества, а лишь элементы ее базиса. Согласно последнему утверждению для этого можно указать фундаментальную систему окрестностей произвольной точки. Воспользуемся этим свойством для определения топологии на множестве непрерывных функций, лишний раз подтверждающей, что многие понятия математического анализа имеют топологическую природу.

Пример 4С.6. Пространство С[0,1]. Фундаментальную систему окрестностей непрерывной функции х образуют множества
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называемые соответственно, открытым XE "шар:открытый"  и замкнутым шарами XE "шар:замкнутый"  на множестве С[0,1]. Если требуется построить такую топологию на С[0,1], в которой все открытые шары открыты, то в качестве ее базиса естественно выбрать всевозможные открытые шары.  Их объединение и образуют топологию на С[0,1].

Замечание 4С.30. Определенная выше топология на множестве непрерывных функций чрезвычайно далека как от дискретной, так и от антидискретной топологии данного множества. Именно эта топология непрерывных функций широко используется в анализе и его приложениях. Мы еще убедимся, что непрерывная функция оказывается непрерывным оператором на определенном выше топологическом пространстве С[0,1].

Замечание 4С.31. Введенные множества K((x) и B((x) имеют естественный смысл (-окрестностей точки х. Они являются частными случаями шаров в метрическом пространстве (см. секция II).

С помощью понятия окрестности может быть описан практически весь топологический аппарат и, в частности, одно из важнейших понятий топологии и анализа – сходимость последовательности.

Определение 4С.8. Последовательность {xk} в пространстве (X,() сходится XE "сходимость"  к точке х, называемой пределом XE "предел" , если все ее элементы, начиная с некоторого номера, попадают в любую окрестность х. 

Для обозначения сходимости последовательности {xk} к точке х  используется запись xk ( х или точнее xk ( х в (Х,(). Еще один вариант записи: x = lim xk.

Замечание 4С.32. Для доказательства сходимости последовательности достаточно установить принадлежность ее элементов любой окрестности предела из соответствующей ему фундаментальной системы.

Замечание 4С.33. В топологических пространствах имеется возможность оценить степень близости точек. Говорят, что точка х достаточно близка XE "точка:достаточно близкая"  к точке у, если х попадает в некоторую окрестность у, и сколь угодно близка XE "точка:сколь угодно близкая"  к у, если она попадает в любую окрестность этой точки (см. рис. 2С.11). Сходимость последовательности к точке означает, что все ее элементы с достаточно большими номерами будут сколь угодно близки к этой точке. В таблице 4С.3. приводится информация о близости точек на двоеточиях. Количественная оценка близости точек дается в метрических пространствах.

Табл. 4С.3. Близость точек на множестве  Х = {x,y}.

	топология
	близость х к у
	близость  у  к  х

	(1  = {(,{x},{y},X}
	достаточно близка
	достаточно близка

	(2  = {(,{x},X}
	сколь угодно близка
	достаточно близка

	(3  = {(,{у},X}
	достаточно близка
	сколь угодно близка

	(4  = {(,X}
	сколь угодно близка
	сколь угодно близка 
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Рис. 4С.11. Степени близости точки х к у.
Пример 4С.7. Пространство 
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. Выбирая в качестве фундаментальной системы окрестностей точки х из множества действительных чисел определенное ранее семейство {B((x) | (>0}, установим, что для любого (>0 найдется такой номер k((), что для всех k>k(() справедливо неравенство | xk – x | ( (. В результате получаем классическое определение сходимости числовой последовательности.

Пример 4С.8. Пространство С[0,1]. Определив в качестве фундаментальной системы окрестностей произвольной непрерывной функции х совокупность замкнутых шаров из примера 4С.6, установим, что сходимость последовательности {xk} к точке х в С[0,1] означает, что для любого (>0 существует такой номер k((), что для всех k>k(() справедливо включение xk(B((x). Таким образом, справедливо неравенство
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и мы получаем привычную сходимость непрерывных функций, широко используемую в анализе.

Рассмотренные примеры показывают, что введенная топологическая сходимость последовательностей действительных чисел и непрерывных функций прекрасно согласуется с хорошо известной процедурой, применяемой в математическом анализе. 

Замечание 4С.34. Обратившись к двухточечным пространствам, мы скоро убедимся, что топологический аппарат в силу своей чрезвычайной общности таит в себе массу неожиданностей.
Пример 4С.9. Рассмотрим произвольное несчетное множество Х. Определим на нем топологию (, включив в ее состав пустое множество, а также дополнения ко всем конечным и счетным множествам. Очевидно, окрестностью произвольной точки х будет любое множество, содержащее эту точку и отличающееся от Х не более чем на счетное множество точек (см. рис. 4С.12 а). Если некоторая последовательность 
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 содержит подпоследовательность XE "подпоследовательность"  (бесконечное подмножество последовательности) 
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, все элементы которой отличны от х, то множество 
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 оказывается  окрестностью точки х, поскольку оно включает эту точку и является дополнением к счетному множеству. Однако все элементы 
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 естественно не принадлежат множеству 
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. Тогда последовательность 
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 не сходится к точке х, поскольку бесконечное множество ее элементов не включаются в состав окрестности 
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 этой точки. Таким образом, к произвольной точке х может сходиться только такая последовательность, которая не содержит подпоследовательности, все элементы которой отличны от х. Это возможно исключительно в том случае, когда все элементы этой последовательности совпадают с х, начиная с некоторого номера. Точно таким же свойством обладают последовательности в дискретном пространстве. Однако рассматриваемое пространство не является дискретным, поскольку топология последнего включает в себя все подмножества Х, в то время как ( не включает в себя конечные и счетные множества. Следовательно, на несчетном множестве можно определить две качественно различные топологии, в которых сходятся одни и те же последовательности.
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Рис. 4С.12. Топологическое пространство из примеров 4С.9, 4С.10.
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Рис. 4С.13. Классификация точек по отношению к множеству.

Замечание 4С.35. Тот факт, что на одном множестве можно ввести две разные топологии с одинаковыми сходящимися последовательностями, убедительно говорит о том, что не все топологические свойства можно охарактеризовать с помощью последовательностей. Тем не менее, на некоторых классах пространств (см. последующая комната) подобная возможность имеется.
Дадим теперь классификацию точек в смысле их расположения относительно некоторого множества в топологическом пространстве (см. рис. 4С.13). 

Определение 4С.9. Точка х в топологическом пространстве называется внутренней точкой XE "точка:внутренняя"  некоторого множества М, если М есть окрестность этой точки, точкой прикосновения XE "точка:прикосновения" , если любая ее окрестность имеет непустое пересечение с М, и граничной точкой XE "точка:граничная" , если она является точкой прикосновения  как  самого множества М, так и его дополнения в носителе топологии. 
Внешней точкой XE "точка:внешняя"  множества называют внутреннюю точку его дополнения. Совокупности всех внутренних точек, точек прикосновения и граничных точек множества М называются соответственно внутренностью XE "внутренность" , замыканием XE "замыкание"  и границей XE "граница"  множества М и обозначаются через int M, 
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и дМ. Замыкание 
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 есть пересечение всех замкнутых множеств, содержащих М, т.е. наименьшее (в смысле вложения) замкнутое множество, включающее в себя М. Внутренность int M есть наибольшее открытое множество, содержащееся в М. Для любого множества М справедливо равенство 
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= int M ( дМ. Если любая окрестность точки х имеет с М непустое пересечение, отличное от множества {x}, то данная точка прикосновения называется предельной точкой XE "точка:предельная"  множества М. В антидискретном пространстве любая точка х оказывается предельной точкой любого непустого множества, отличного от 
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x

. В дискретном пространстве никакое множество не имеет предельных точек. Замыкание множества получается путем присоединения к нему всех предельных точек этого множества.
Замечание 4С.36. В частности, присоединяя к множеству М = (0,1] предел последовательности {1/k} из М, т.е. число 1, получаем отрезок [0,1], являющийся замыканием М.

Пример 4С.10. Вернемся к рассмотрению топологического пространства из примера 4С.9. Рассмотрим в нем произвольное несчетное множество М и точку х, не принадлежащую этому множеству (см. рис. 4С.12 б). Произвольная окрестность U этой точки является дополнением к не более чем счетному множеству V. Тогда пересечение множеств  М и U не пусто, откуда следует, что х есть точка прикосновения множества М. Ранее отмечалось (см. пример 4С.9), что в данном топологическом пространстве к точке х сходятся лишь те последовательности, все элементы которых, начиная с некоторого номера, равны х. Однако ни одна из них не может состоять из элементов множество М ввиду условия 
[image: image50.wmf].
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 Таким образом, предельная точка множества не обязательно является пределом последовательности ее элементов.

Замечание 4С.37. В последующей комнате будет определен класс топологических пространств с первой аксиомой счетности, где любая предельная точка множества является пределом последовательности ее элементов. В таких пространствах замыкание множества получается путем пополнения его пределами последовательностей элементов этого множества. Топологическое пространство из рассмотренного выше примера не удовлетворяет первой аксиоме счетности.

Для множеств [a,b], (a,b], [a,b) и (a,b) внутренностью будет интервал (a,b), замыканием – отрезок [a,b], а границей – точки а и b. Внутренность, замыкание и граница одноточечного множества {x} в различных топологиях с носителем  Х = {x,у}  приводятся в таблице 4С.4. Для множества рациональных чисел на 
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 внутренность пуста, а граница и замыкание совпадают с множеством действительных чисел.

Табл. 4С.4. Свойства множества {x} на двоеточиях.

	Топология
	внутренность
	замыкание
	граница

	{(,{x},{y},X}
	{x}
	{x}
	(

	{(,{x},X}
	{x}
	X
	(

	{(,{у},X}
	(
	{x}
	{x}

	{(,X}
	(
	          X
	           X


Замечание 4С.38. Кажется удивительным, что граница множества оказывается шире, чем само множество. Однако граница есть, грубо говоря, "область соприкосновения" рассматриваемого множества  с его дополнением – в любой сколь угодно малой окрестности граничной точки найдутся элементы из обоих этих множеств. Это вполне согласуется с естественным геометрическим смыслом границы. В произвольной окрестности любого действительного числа найдутся как рациональные, так и иррациональные числа. Таким образом, полученный результат вполне закономерен.

Определение 4С.10. Множество М плотно XE "множество:плотное"  в топологическом пространстве, если его замыкание совпадает с носителем пространства. Оно нигде не плотно XE "множество:нигде не плотное" , если дополнение его замыкания плотно.
Замечание 4С.39. Если множество М плотно в Х, то любая точка из Х  принадлежит замыканию М, т.е. для произвольного элемента х из Х существует точка у из М, сколь угодно близкая к х. Таким образом, произвольная точка из Х может быть сколь угодно точно аппроксимирована элементами множества М. Тем самым свойство плотности связано с понятием аппроксимации XE "аппроксимация" . Если множество нигде не плотно, то каждую не принадлежащую ему точку можно окружить окрестностью, которая также не содержит точек данного множества.
Множества 
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 и 
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 плотны в 
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 Точка на числовой прямой, а также конечное множество точек образуют нигде не плотные множества на 
[image: image55.wmf].
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 Плотные и не плотные множества в двухточечных пространствах указываются в таблице 4С.5.

Замечание 4С.40. Как уже отмечалось, чем сильнее топология, тем больше в нем имеется замкнутых множеств. Таким образом, тем меньше шансов, что замыкание множества совпадет с носителем пространства. Следовательно, чем сильнее топология, тем меньше в пространстве плотных множеств. В частности, в наиболее сильном дискретном пространстве плотным будет только носитель, а в слабейшем антидискретном – любое непустое множество.

Табл. 4С.5. Плотные множества на двоеточиях.

	топология
	замкнуты
	плотны
	не плотны

	{(,{x},{y},X}
	(, {x}, {y}, X
	Х
	(

	{(,{x},X}
	(, {у}, X
	{x}, Х
	(, {у}

	{(,{у},X}
	(, {x}, X
	{у}, Х
	(, {x}

	{(,X}
	(, X
	{x}, {y}, X
	(


Замечание 4С.41. Как показывает пример рациональных чисел, возможна ситуация, когда как само множество, так и его дополнение являются плотными множествами. Очевидно (см. табл. 4С.5), не все множества относятся к числу плотных или не плотных. В действительности, среди подмножеств носителя пространства плотные и не плотные множества обычно составляют исключение.  

Пример 4С.11. Целые числа. Множество целых чисел представляет собой дополнение к счетному объединению всевозможных открытых интервалов 
[image: image56.wmf](,1),
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 которое открыто. Таким образом, множество 
[image: image57.wmf]¢

 оказывается замкнутым. Учитывая, что замыкание его дополнения представляет собой множество действительных чисел, заключаем, что множество целых чисел нигде не плотно. 

Замечание 4С.42. Два счетных подмножества 
[image: image58.wmf]¢

 и 
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 в топологическом пространстве действительных чисел существенно различаются по своим свойствам. Одно из них оказывается плотным, а другое – не плотным.
Замечание 4С.43. Оба рассмотренных множества являются счетными объединениями замкнутых (одноточечных множеств). Тем не менее, множество 
[image: image60.wmf]¢

 замкнуто, а 
[image: image61.wmf]¤

– нет. Таким образом, бесконечное объединение замкнутых множеств может оказаться замкнутым, но не обязательно является таковым.
Определение 4С.11. Множество в топологическом пространстве называется множеством первой категории XE "множество:первой категории" , если его можно представить в виде счетного объединения нигде не плотных множеств. В противном случае его называют множеством второй категории XE "множество:второй категории" .
Нигде не плотное множество целых чисел оказывается множеством первой категории. Множество рациональных чисел является множеством первой категории, а множество иррациональных чисел – множеством второй  категории в пространстве действительных чисел.
Замечание 4С.44. То обстоятельство, что дополнение к множеству первой категории оказывается множеством второй категории характерно для полных метрических пространств (см. комната 4С.4).
Замечание 4С.45. Оба выше указанных множества плотны в пространстве действительных чисел. Однако множество рациональных чисел являются в определенном смысле "малым" (первой категории), а множество иррациональных чисел – "большим" (второй категории). Можно также сказать, что множество второй категории включает в себя "типичные" точки пространства, а множество первой категории – "не типичные". Так, типичное действительное число является иррациональным. К примеру, множество второй категории в пространстве непрерывных функций образуют непрерывные нигде не дифференцируемые функции, т.е. типичная непрерывная функция нигде не дифференцируема.

Замечание 4С.46. При описании измеримых объектов (см. блок D) мы рассмотрим множество Кантора первой категории в пространстве действительных чисел со свойствами, существенно отличающееся от свойств множества рациональных чисел.
При исследовании любого структуризованного множества чрезвычайно важную роль играют преобразования, сохраняющие определяющие свойства рассматриваемой структуры. Пусть заданы топологические пространства (Х,() и (Y,(), а также оператор  А : Х ( Y.

Определение 4С.12. Говорят, что оператор  А : (Х,() ( (Y,()  непрерывен в точке XE "оператор:непрерывный  в точке"  х0 из Х, если для любой окрестности V точки Ах0  существует такая окрестность U точки х0, что из включения х(U  следует, что Ах(V. Оператор называется непрерывным XE "оператор:непрерывный" , если он непрерывен в каждой точке.

Замечание 4С.47. Непрерывный оператор подобен монотонному оператору и гомоморфизму, будучи морфизмом в категории топологических пространств (см. этаж 5). Как всегда следует различать оператор, связывающий носители пространств и не захватывающий их топологическую структуру, и оператор, действующий из одного топологического пространства в другое. Они являются морфизмами принципиально разных категорий. 

Оператор А непрерывен в точке х, если для любой окрестности U элемента Ах существует такая окрестность V точки х, что имеет место вложение U(V (см. рис. 4С.14). Оператор непрерывен тогда и только тогда, когда прообраз любого открытого (соответственно, замкнутого) множества в Y открыт (соответственно, замкнут) в Х. Если на одном множестве Х определены две топологии (1 и (2, то единичный оператор, понимаемый как отображение из (Х,(1) в (Х,(2) будет непрерывным тогда и только тогда, когда топология (1 слабее, чем (2.    

Замечание 4С.48. Пользуясь определенным ранее понятием близости, можно так охарактеризовать понятие непрерывности оператора. Оператор А непрерывен в точке х0, если для любой точки х, достаточно близкой к х0, значение Ах оказывается сколь угодно близко к Ах0. Тем самым введенное понятие непрерывности имеет естественный смысл.
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Рис. 4С.14. Оператор А непрерывен в точке х.
Пример 4С.12. Функция. Рассмотрим оператор А, действующий на множестве действительных чисел с определенной ранее топологией. В качестве окрестности V точки Ах0 выбирается множество

В( (Ах0) = [Ах0 – (, Ах0 + (],
характеризуемое числом (, а в качестве окрестности U точки х0 – множество

В( (х0) = [х0 – (, х0 + (].

Тогда функция А будет непрерывной в точке х0 в  смысле приведенного выше определения, если для любого числа (>0 (для любой окрестности V точки Ах0) существует такое значение (>0 (окрестность U точки х0), что при | х – х0 | ( ( (при выполнении включения х(U) справедливо неравенство | Ах – Ах0 | ( ( (включение Ах(V). Тем самым получается классическое определение непрерывности функции.

С помощью непрерывных операторов можно вводить новые топологические пространства на основе уже имеющихся. Пусть заданы множество Х, топологическое пространство Y и оператор А : Х ( Y.

Определение 4С.13. Слабейшая топология на Х, в смысле которой оператор А является непрерывным, называется прообразом XE "прообраз:топологии"  относительно А топологии пространства Y.

Открытые множества рассматриваемой топологии являются прообразами открытых множеств на Y при действии оператора А. Для подмножества Х топологического пространства Y прообразом канонического вложения отображения А из Х в Y будет соответствующая индуцированная топология. Таким образом, индуцированная топология является самой слабой из тех, в смысле которых соответствующее каноническое вложение будет непрерывным.
Пример 4С.13. Произведение топологических пространств. Пусть {Х(} есть некоторое семейство топологических пространств. Слабейшая из топологий на произведении
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при которых все проекции (( : Х ( Х( непрерывны, называют произведением топологий XE "произведение:топологий" , а множество Х, наделенное этой топологией – произведением топологических пространств XE "произведение:топологических пространств" .
Пусть заданы топологическое пространство Х, множество Y и оператор А : Х ( Y.
Определение 4С.14. Сильнейшая топология на Y, при которой оператор А является непрерывным, называется образом XE "образ:топологии"  относительно А топологии пространства Х.

Открытые множества образа топологии являются образами открытых множеств на Х при действии оператора А. Открытые множества прообраза топологии являются прообразами открытых множеств на Y при действии этого оператора.
Замечание 4С.49. Если множество Х наделить самой сильной дискретной топологией, то оператор  А : Х ( Y, действующий в фиксированное топологическое пространство Y, будет непрерывным (прообраз любого открытого множества будет подмножеством Х, а значит, элементом дискретной топологии). Для более слабых топологий на Х оператор может не быть непрерывным. Тогда наибольший интерес представляет слабейшая топология на Х, при которой рассматриваемый оператор будет непрерывным, т.е. прообраз топологии. С другой стороны, если наделить множество Y антидискретной топологией, то оператор  А : Х ( Y, действующий из фиксированного топологического пространства Х, будет непрерывным исключительно в том случае, когда множество А-1(Y) открыто на Х (на Y открыты только носитель и пустое множество, прообраз которого пуст, а значит, открыт). Для более сильных топологий на Y непрерывность оператора может нарушаться. Следовательно, в случае открытости А-1(Y) особый интерес представляет сильнейшая топология Y, при которой оператор А непрерывен, т.е. образ топологии.

Замечание 4С.50. Образ и прообраз топологии подобно аналогичным понятиям для порядка и операции являются частными случаями образа и прообраза структуры. Топологическое подпространство, произведение пространств и топологическое факторпространство аналогичны универсальной подалгебре, произведению универсальных алгебр и универсальной факторалгебры. Они относятся к числу подобъектов, произведения объектов и факторобъектов в категории топологических пространств (см. этаж 5).

Пусть Х есть топологическое пространство, а ( – отношение эквивалентности на Х. Образ топологии Х при действии канонического проектора из Х на фактормножество Х/( называется фактортопологией XE "фактортопология"  пространства Х по отношению (, а множество Х/(, наделенное этой топологией – топологическим факторпространством XE "факторпространство:топологическое" .

Пример 4С.14. На множестве действительных чисел 
[image: image64.wmf]¡

 рассмотрим отношение эквивалентности (, считая условие х(у выполненным, если разность x – y является целым числом. Соответствующее фактормножество 
[image: image65.wmf]/
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 рассматривалось на втором этаже и может быть интерпретировано как окружность единичной длины (см. этаж 2). Канонический проектор ( здесь ставит в соответствие любому действительному числу х его дробную часть, которую можно понимать как точку на указанной окружности. Определим на множестве 
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 фактортопологию, соответствующую естественной топологии множества действительных чисел. Очевидно, множество М будет открыто в пространстве 
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 если его прообраз ( -1(М) открыт на 
[image: image68.wmf],
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 т.е. представляет собой объединение открытых интервалов. В качестве такового можно взять произвольную открытую дугу на окружности (т.е. не включающую в себя ее концы). Ее прообразом на 
[image: image69.wmf]¡

 будет счетное объединение соответствующих открытых интервалов, которое открыто на множестве действительных чисел (см. рис. 4С.15). Таким образом, фактортопология включает в себя пустое множество, саму окружность и всевозможные объединения открытых дуг. 


[image: image70.wmf] 

p

 

-

1

(

М

)

 

p

 

-

1

(

М

)

 

М

 

/

r

¡

 

¡

 

2

 

[1/2]

 

  1

 

[1/4]

 

[0] = [1]

 

0

 

p

 

x

r

y

 :  (

x

-

y

)

Î

¢

 

p

 

-

1

(

М

) 

-

 открыто

 

p

 

-

1

(

М

)

 

 


Рис. 4С.15. Фактортопология на 
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 включает в себя дуги окружности.

Теперь обратимся к рассмотрению операторов, сохраняющих топологические свойства, как в прямом, так и в обратном направлении. Рассмотрим топологические пространства (Х,() и (Y,() и отображение  А : (Х,() ( (Y,().

Определение 4С.15. Оператор А называется гомеоморфизмом XE "гомеоморфизм" , если он обратим, причем как сам оператор, так и обратный к нему оператор непрерывны. Если существует гомеоморфизм из одного топологического пространства в другое, то эти пространства называют гомеоморфными XE "пространства:топологические, гомеоморфные" . 

Гомеоморфность представляет собой отношение эквивалентности на множестве топологических пространств. Свойство множества назовем топологическим XE "свойство:топологическое" , если оно не меняется при гомеоморфизмах.
Замечание 4С.51. Гомеоморфизм аналогичен изоморфизму упорядоченных множеств и универсальных алгебр.

Пример 4С.15. Двоеточия. Рассмотрим множество  Х = {x,y}  c определенными ранее топологиями (2 и (3. Очевидно, оператор  
А : (Х,(2) ( (Х,(3), определяемый равенствами Ах = у, Ау = х и осуществляющий переименование данных точек, является гомеоморфизмом. Таким образом, рассматриваемые топологические пространства 
гомеоморфны.

Замечание 4С.52. Топологические пространства (Х,(2) и (Х,(3) обладают совершенно одинаковыми свойствами, т.е. не различаются (достаточно сравнить приведенные ранее таблицы). Таким образом, на двухэлементном множестве фактически определены три топологических пространства – с дискретной, антидискретной топологией, а также с (2 или (что эквивалентно) (3. Этим обстоятельством объясняется наличие лишь трех специальных терминов для двухточечных пространств – простое, слипшееся и связное двоеточия.

Топологическое свойство является общей характеристикой всех гомеоморфных между собой топологических пространств. Математическая дисциплина "топология" имеет своим предметом изучение всевозможных топологических свойств. В ней свойства множества изучаются с точностью до гомеоморфизма. Следовательно, в теории топологических пространств изучаются фактормножества с факторизацией относительно гомеоморфности. В последующей комнате мы познакомимся с некоторыми топологическими свойствами, наиболее часто встречающимися в приложениях. Топологические пространства, наделенные какими-либо специальными свойствами, и являются предметом нашего дальнейшего рассмотрения.
Комната 4С.2. 
СПЕЦИАЛЬНЫЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА

Господь Бог изощрен, но не злонамерен.

 Альберт ЭЙНШТЕЙН

Обратимся, прежде всего, к самому определению топологического пространства. Среди всевозможных подмножеств его носителя естественным образом выделяются открытые и замкнутые множества. Очевидно, понятия замкнутости и открытости множества не противоречат друг другу хотя бы потому, что пустое множество и носитель любого топологического пространства являются одновременно замкнутыми и открытыми. Однако уже для топологических пространств, имеющих всего два элемента, открытыми и замкнутыми одновременно могут оказаться и другие множества. В этой связи приходим к одному из важнейших топологических свойств – связности.

Определение 4С.16. Топологическое пространство связно XE "пространство:связное" , если в нем открыты и замкнуты одновременно лишь пустое множество и носитель топологии.

Любое топологическое пространство, гомеоморфное связному пространству, само оказывается связным. Тем самым связность является топологическим свойством. Пространство несвязно тогда и только тогда, когда его носитель представим в виде объединения двух непересекающихся открытых множеств. В частности, в пространстве (Х,(1) носитель Х является объединением непересекающихся открытых множеств {х} и {y} (см. рис. 4С.16). Дискретная топология на множестве, состоящем более чем из одного элемента, никогда не связна. Антидискретная топология всегда связна.
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Рис. 4С.16. Пространство (Х,(1) – не связно.
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Рис. 4С.17. Множество М не связно.
С помощью понятия подпространства можно установить связность множества в топологическом пространстве, а не только пространства в целом. В частности, множество М в данном пространстве называется связным XE "множество:связное" , если таковым оказывается соответствующее М подпространство. Таким образом, пустое и одноточечные множества любого топологического пространства связны.

Пример 4С.16. На топологическом пространстве 
[image: image74.wmf]¡

 рассмотрим множество  М = (a,b) ( (c,d)  при  b<c  (см. рис. 4С.17). В топологическом подпространстве М из 
[image: image75.wmf]¡

 открыты всевозможные объединения открытых интервалов, содержащиеся в М. Следовательно, множество М не связно, будучи объединением открытых множеств (a,b) и (c,d). В то же время эти интервалы замкнуты в М, являясь дополнениями к открытым множествам (друг к другу). Таким образом, определенное ранее понятие связности приобретает естественный смысл – несвязное множество М состоит из двух независимых (открытых) "кусков".

Замечание 4С.53. Интервалы (a,b) и (c,d) в рассмотренном примере замкнуты в пространстве М, но никак не на всем топологическом пространстве действительных чисел. Множество, не замкнутое в некотором топологическом пространстве, может оказаться замкнутым на его подпространстве. Аналогично, рассмотренное ранее множество 
[image: image76.wmf][,](,)
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с индуцированной топологией действительных чисел также образует несвязное пространство, в котором открыты и замкнуты одновременно отрезок 
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[image: image78.wmf](,).

cd


Замечание 4С.54. Несвязное топологическое пространство можно представить в виде разбиения на связные множества, называемые связными компонентами XE "компонента:связная"  пространства. Так, связными компонентами пространства (Х,(1) будут соответствующие одноточечные множества. Связными компонентами множества М из примера 4С.13 являются интервалы (a,b) и (c,d). Отметим, что несвязные топологические пространства, различающиеся числом связных компонент, не могут быть гомеоморфны. Последнее в некотором смысле характеризует "степень несвязности" пространства.
Табл. 4С.6. Пределы последовательностей на двоеточиях.
	Топология
	{х, x, x, ...}
	{y, y, y, ...}
	{x, у, x, y, ...}

	(1  = {(,{x},{y},X}
	x
	y
	– 

	(2  = {(,{x},X}
	x, y
	y
	y

	(3  = {(,{у},X}
	x
	x, y
	x

	(4  = {(,X}
	X
	x, y
	x, y


Факторпространство связного пространства связно. Если факторпространство Х/( связно, а все классы эквивалентности по ( также связны, то и Х связно. Всякое произведение связных пространств оказывается связным. Если произведение непустых пространств является связным, то каждое из пространств-сомножителей связно.

С целью определения еще одного топологического свойства исследуем на сходимость различные последовательности, определенных на двухточечных топологических пространствах. 

Пример 4С.17. Двоеточия. На множестве Х = {х,у} рассмотрим последовательности

{х, х, х, х, ...},  {у, у, у, у, ...},  {х, у, х, у, ...}.

Окрестности точек в различных топологиях представлены в табл. 4С.2, что позволяет без труда установить, будет ли последовательность сходиться к той или иной конкретной точке пространства. Первые две из них являются стационарными XE "последовательность:стационарная" , т.е. составлены из одних и тех же элементов. В третьей последовательности элементы чередуются через раз. Здравый смысл подсказывает нам, что первые две последовательности должны сходится к точкам х и у, а третья последовательность – расходиться. Однако, как видно из таблицы 4С.6 (см. также рис. 4С.18), некоторые последовательности в действительности сходятся явно "не туда", причем есть и такие, которые могут иметь сразу несколько пределов. 

Замечание 4С.55. Как видно из рассмотренного примера, чем сильнее топология, тем меньше в ней сходящихся последовательностей. Этому едва ли стоит удивляться, так как в пространствах с более сильной топологией точка обладает большим числом окрестностей (см. таблица 4С.2 и замечание 4С.29) и, следовательно, окажется меньше шансов элементам последовательности попасть во все эти окрестности. Таким образом, сходимость в более сильном пространстве будет более сильным свойством, чем в более слабом пространстве. Этим обстоятельством и объясняется применяемая терминология.

Наиболее поразительное следствие из последнего примера состоит в том, что последовательность может иметь несколько пределов. Эта ситуация крайне нежелательна для приложений. Мы еще могли бы смириться с расходимостью "нехороших" последовательностей (им и положено расходиться), но наличие "чрезмерно хороших" последовательностей, которые не просто сходятся, а сходятся "в разные стороны" одновременно, едва ли способно вызвать положительные эмоции. Во избежание таких неприятностей выделяется класс топологических пространств, где подобные безобразия заведомо исключаются.
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Рис. 4С.18. Сходимость последовательностей на двоеточиях.
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Рис. 4С.19. Дискретная топология на  Х  отделима.

Определение 4С.17. Топологическое пространство называется  отделимым XE "пространство:отделимое" , если любые две его различные точки имеют непересекающиеся окрестности. 

Если пространство отделимо, то любая сходящаяся в нем последовательность имеет единственный предел. Как видно из таблицы 4С.2, среди двухточечных пространств отделимо лишь (X,(1). На нем точки х и у имеют непересекающиеся окрестности {х} и {у} соответственно (см. рис. 4С.19). Обращаясь к таблице 4С.5, убеждаемся, что все сходящиеся последовательности там имеют равно один предел. Для других двухточечных пространств отделимость нарушается, а некоторые сходящиеся последовательности имеют по два предела. 

Замечание 4С.56. Поскольку единственная окрестность точки у в топологии (2 будет в то же самое время и окрестностью точки х (см. табл. 4С.2), любая сходящаяся к х последовательность будет иметь своим пределом и у. Однако в виду того, что не всякая окрестность х оказывается окрестностью точки у, обратное утверждение уже будет не верным. В частности, как видно из таблицы 4.5, вторая и третья последовательности сходятся в этой топологии к у, но не к х.

Любое пространство, гомеоморфное отделимому, само отделимо. Подпространство отделимого пространства всегда отделимо. Всякое произведение отделимых пространств оказывается отделимым. Если произведение непустых пространств является отделимым, то каждое из пространств-сомножителей также отделимо. Всякое отделимое конечное пространство дискретно. В отделимом пространстве любое конечное множество замкнуто. Для двухточечного пространства (X,(1) все эти свойства выполняются тривиально.

На топологическом пространстве действительных чисел любые две различные точки х и у имеют непересекающиеся окрестности  (интервалы) B( (x) и B( (y) при (<|х-у|/2. На множестве С[0,1] любые функции х и у имеют непересекающиеся окрестности B( (x) и B( (y) при 
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 Таким образом, соответствующие топологические пространства оказываются отделимыми.

Замечание 4С.57. Отделимость пространств 
[image: image82.wmf]¡

 и C[0,1] является 
непосредственным проявлением их метрических свойств (см. секция  II).
Замечание 4С.58. Любое антидискретное пространство, состоящее более чем из одной точки, не отделимо. Оно обладает предельно слабой топологией, а окрестностью любой точки служит лишь носитель пространства. В этой связи любая последовательность в нем сходится (вот радость!), причем к любой точке пространства. Напротив, дискретная топология является наиболее сильной. Окрестностью любой точки в нем помимо всего прочего служат соответствующие одноточечные множества. В этой связи в нем сходиться могут лишь те последовательности, которые не меняются, начиная с некоторого номера. С практической точки зрения оба эти крайних случая интереса не представляют. Топология должна быть не очень слабой, то есть далеко не все последовательности должны сходиться (и желательно к одному пределу). Однако она не должна быть и слишком сильной, чтобы сходимость наблюдалась в нетривиальных случаях. Именно таковыми оказываются рассмотренные топологии на числовой прямой и на множестве непрерывных функций.

Замечание 4С.59. Пример двухточечных пространств наводит на мысль о том, что отделимость – это скорее исключение, чем правило. К сожалению, мир так устроен, что любое хорошее свойство в нем почему-то всегда оказывается исключением. Так, среди двухточечных пространств единственная отделимая (значит, "хорошая"?) топология (дискретная) оказывается не связной. Нас может лишь утешить тот факт, что отделимые пространства все-таки существуют. Более того, как будет отмечено ниже, многие важные топологические пространства как раз оказывается отделимыми, что собственно и обеспечивает их практическую ценность.

Пример 4С.18. Прообраз относительно функционала. Рассмотрим функционал I, определенный на некотором множестве Х. Определим на нем прообраз  топологии множества действительных чисел относительно этого функционала. Предположим, что найдутся такие различные элементы х и у из Х, что справедливо равенство I(x) = I(у). Тогда в топологии  любая окрестность точки х оказывается одновременно окрестностью точки у. Тем самым две различные точки в топологическом пространстве (X,) не могут обладать непересекающимися окрестностями. Следовательно, данное пространство не отделимо. Если какая-либо последовательность {xk} сходится к точке х, то это реализуется исключительно при условии сходимости функционалов I(xk) ( I(x). Однако при этом выполнена сходимость I(xk) ( I(у), а значит, точка у также будет пределом последовательности {xk}. Таким образом, любая последовательность, сходящаяся к одной из данных точек, будет непременно сходиться и ко второй точке.

Замечание 4С.60. На практике рассматриваются топологические пространства с более сильными и более слабыми свойствами отделимости. Так, для пространства типа Т0 XE "пространство:типа Т0"  для любых различных точек хотя бы одна должна иметь окрестность, не содержащую вторую точку (именно таким свойством обладает связное двоеточие). Для пространств типа  XE "пространство:типа Т1" Т1 для любых различных точек х и у существует такое открытое множество U, что х(U и у(U. Пространство называют регулярным XE "пространство:регулярное"  или пространством типа Т3 XE "пространство:типа Т3" , если для любого замкнутого множества и любой не принадлежащей ему точки существуют непересекающиеся окрестности. Пространство типа Т1 называют нормальным  XE "пространство:нормальное"  или пространством типа Т4 XE "пространство:типа Т4" , если для любых непересекающихся замкнутых множеств U1 и U2 существуют непересекающиеся открытые множества V1 и V2, что U1(V1, U2(V2. Отделимое пространство называют также термин хаусдорфовом XE "пространство:хаусдорфово"  или пространством типа Т2 XE "пространство:типа Т2" . Каждое пространство Тk с большим индексом вложено в соответствующее пространство с меньшим индексом. Различные типы отделимости схематически изображены на рис. 4С.20. 
Замечание 4С.61. Пространства с разными характеристиками отделимости не могут быть гомеоморфными. Вспомним, что и рассмотренное ранее понятие связности в действительности выводит на комплекс топологических свойств, в частности, на число связных компонент пространства.
Рассмотрим еще одно топологическое свойство, имеющее прямое отношение к сходимости.
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Рис. 4С.20. Типы отделимости топологических пространств.

Определение 4С.18. Топологическое пространство называется секвенциально компактным XE "пространство:секвенциально компактное" , если из любой его последовательности можно выделить сходящуюся подпоследовательность. 

Замечание 4С.62. Множество в топологическом пространстве секвенциально компактно XE "множество:секвенциально компактное" , если из любой последовательности его элементов можно выделить подпоследовательность, сходящуюся к элементу того же множества. Если сходящаяся последовательность существует, но ее предел не обязательно принадлежит этому множеству, то последнее называется относительно секвенциально компактным XE "множество:относительно секвенциально компактное" .
Замечание 4С.63. Топологическое пространство (Х,() называется компактным XE "пространство:компактное" , если для любого семейства ( из (, образующих покрытие XE "покрытие"  множества Х (т.е. такого, что объединение всех множеств из ( представляет собой Х) найдется конечное подпокрытие (подсемейство множеств, объединение которых также дает Х). Для достаточно широкого класса топологических пространств понятия компактности и секвенциальной компактности совпадают. Это относится, по крайней мере, ко всем метрическим пространствам (см. секция II). В частности, согласно теореме Гейне – Бореля XE "теорема:Гейне - Бореля"  замкнутое ограниченное множество действительных чисел компактно.

Замечание 4С.64. Близость понятий компактности и секвенциальной компактности становится более отчетливо видна при рассмотрении сходимости направленностей. Как уже отмечалось (см. блок 4А), под направленностью понимается семейство {х}, где  принадлежит направленному (упорядоченному в смысле отношения ( неограниченного возрастания) множеству индексов. Направленность {х} элементов топологического пространства (Х,() сходится XE "сходимость:направленности"  к точке х, если для любой ее окрестности U существует такой индекс , что справедливо включение х(U для любого (. В таком случае говорят также о сходимости в смысле Мура – Смита XE "сходимость:в смысле Мура - Смита" . Множество в топологическом пространстве оказывается компактным, если из любой его направленности можно выделить сходящуюся поднаправленность. 

Замечание 4С.65. Различие между компактностью и секвенциальной компактностью проявляется в таких пространствах, где аппарат последовательностей не может в полной степени охарактеризовать топологические свойства (см., в частности, примеры 4С.9, 4С.10). 

Замечание 4С.66. В принципе, любое топологическое свойство можно описать в терминах направленностей. Альтернативным вариантом определения сходимости в топологическом пространстве, позволяющим дать полное описание топологических свойств, является теория фильтров XE "фильтр" .
Согласно теореме Больцано – Вейерштрасса  XE "теорема:Больцано - Вейерштрасса" из любой ограниченной последовательности можно выделить сходящуюся подпоследовательность. Таким образом, любое ограниченное множество на числовой прямой (т.е. в пространстве 
[image: image84.wmf]¡

) оказывается секвенциально компактным.

Замечание 4С.67. Более точно, ограниченное множество действительных чисел относительно компактно XE "множество:относительно компактное" . Таким образом, согласно теореме Больцано – Вейерштрасса, замкнутое ограниченное числовое множество секвенциально компактно, ограниченное множество относительно секвенциально компактно).

Замечание 4С.68. Компактность служит мощным средством для доказательства сходимости последовательностей. При этом сначала устанавливают, что рассматриваемая последовательность принадлежит некоторому секвенциально компактному множеству. Затем выделяют из нее сходящуюся подпоследовательность. После этого остается лишь показать, что получаемый предел обладает всеми необходимыми свойствами.

Замечание 4С.69. В последующей секции мы познакомимся с другим способом обоснования сходимости последовательности, связанным с понятием  полноты.

Замечание 4С.70. Обобщением компактных пространств являются локально компактные пространства XE "пространство:локально компактное"  – такие отделимые пространства, у которых любая точка имеет компактную окрестность.
К свойствам последовательностей в топологическом пространстве примыкает также проблема возможности его аппроксимации счетным множеством. 

Определение 4С.19. Топологическое пространство называется  сепарабельным XE "пространство:сепарабельное" , если в нем существует счетное плотное множество.

Множество действительных чисел сепарабельно, поскольку оно включает в себя счетное плотное множество рациональных чисел. Рассмотренное ранее топологическое пространство непрерывных функций также сепарабельно. Если пространство Х сепарабельно, а множество М плотно в Х, то любая точка из Х может быть получена как предел некоторой последовательности элементов множества М. В частности, любое действительное число может быть получено как предел последовательности рациональных чисел, а любая непрерывная функция в соответствии с теоремой Вейерштрасса XE "теорема:Вейерштрасса"  оказывается пределом некоторой последовательности полиномов с рациональными коэффициентами. 

Замечание 4С.71. Существуют другие типы топологических пространств, в некотором смысле связанных со счетными множествами. Так, говорят, что топологическое пространство удовлетворяет первой аксиоме счетности XE "аксиома:счетности, первая" , если всякая ее точка имеет счетную фундаментальную систему окрестностей, и второй аксиоме счетности XE "аксиома:счетности, вторая" , если оно имеет счетный базис. Пространство со второй аксиомой счетности удовлетворяет первой аксиоме счетности и сепарабельно. 
Замечание 4С.72. Для пространств, удовлетворяющих первой аксиоме счетности, все топологические свойства могут быть описаны в терминах последовательностей. В частности, пространство, удовлетворяющее первой аксиоме счетности, отделимо тогда и только тогда, когда любая сходящаяся последовательность в нем имеет единственный предел. Оно является компактным, если из любой его последовательности можно выделить сходящуюся подпоследовательность. Замыкание множества в нем получается в результате добавления к множеству всех пределов сходящихся последовательностей его элементов. В общем случае подобные свойства остаются в силе лишь при замене последовательностей на направленности. Таким образом, топологическое пространство, рассмотренное в примерах 4С.9 и 4С.10 не удовлетворяет первой аксиоме счетности.
Как уже отмечалось, гомеоморфные объекты получаются один из другого путем взаимно однозначных и взаимно непрерывных преобразований. Поэтому различие топологических свойств мы можем наблюдать в случае, когда соответствующие преобразования разрывны.

Пример 4С.19. Интервал и окружность. Рассматриваются два подмножества евклидовой плоскости – открытый интервал и окружность (см. рис. 4С.21). Очевидно, эти два объекта не различимы в теории множеств, имея одну и ту же мощность континуума. Однако интервал получается из окружности путем ее разрезания, а окружность из интервала – при склеивании его концов. Оба эти преобразования разрывны, вследствие чего мы можем ожидать различие в топологических свойствах рассматриваемых объектов. Действительно, в результате выкалывания произвольной точки интервал превращается в несвязное множество. Аналогичная процедура для окружности дает связное множество. 
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Рис. 4С.21. Различие топологических свойств интервала и окружности.

Еще больше вариантов топологически не изоморфных объектов дают поверхности. Рассмотрим, в частности, следующий пример.

Пример 4С.20. Лист Мёбиуса XE "лист Мёбиуса" . Обычная цилиндрическая поверхность получается путем склеивания противоположных сторон прямоугольника при совмещении смежных вершин. Лист Мёбиуса получается при склеивании двух противоположных сторон прямоугольника с совмещением вершин, расположенных по диагонали, т.е. является "перекрученной" цилиндрической поверхностью (см. рис. 4С.22). Получаемые в результате поверхности существенно различается по своим топологическим свойствам. Если двигаться вдоль цилиндрической поверхности по замкнутой кривой и отслеживать положение нормали к поверхности, то после возвращения в точку старта положение нормали всегда будет таким же, как и в момент старта. Аналогичная процедура для листа Мёбиуса может привести к тому, что после возвращения в исходную точку направление нормали к поверхности сменится на противоположное. Таким образом, в отличие от цилиндрической поверхности, лист Мёбиуса оказывается односторонней поверхностью XE "поверхность:односторонняя" . В частности, цилиндрическую поверхность можно раскрасить в два цвета: одним – внутреннюю поверхность, а другим – внешнюю. У листа Мёбиуса эта процедура невозможна в виду отсутствия деления на внутреннюю и внешнюю стороны. Если цилиндрическую поверхность разрезать по средней линии, то она распадется на две цилиндрические поверхности. Лист Мёбиуса после аналогичного разреза сохраняется в виде единой поверхности, представляющей собой "дважды перекрученную" цилиндрическую поверхность. Цилиндрическая поверхность обладает топологическим свойством ориентируемости XE "ориентируемость" , а лист Мёбиуса – нет.
Замечание 4С.73. Получаемая при разрезании листа Мёбиуса "дважды перекрученная" цилиндрическую поверхность является двусторонней, но не гомеоморфна обычной цилиндрической поверхности. Никакое непрерывное преобразование не может перевести один из этих объектов в другой. Это обстоятельство свидетельствует о наличии значительного количества геометрических объектов, различающихся своими топологическими свойствами. 

Среди других топологических свойств отметим также размерность. В частности, прямая равномощна плоскости, но не гомеоморфна ей. Аналогично квадрат и куб, будучи равномощными, также не являются гомеоморфными.
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Рис. 4С.22. Лист Мёбиуса и цилиндрическая поверхность.

Замечание 4С.74. Очевидно, рассмотренное ранее (см. этаж 3) взаимно однозначное соответствие между отрезком и квадратом не является гомеоморфизмом.
Замечание 4С.75. То обстоятельство, что понятие размерности, введенное в алгебре, оказывается в то же время и топологическим свойством, является чрезвычайно глубоким результатом. Отсюда открывается путь в алгебраическую топологию, являющейся смежной математической дисциплиной между алгеброй и топологией.
Пример 4С.21. Обозначим через Х множество действительных чисел с дискретной топологией, а через Y – то же множество с рассмотренной ранее естественной топологией. В качестве оператора 
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AXY

®

 выберем единичный оператор. Тогда для любого открытого множества М из Y прообраз 
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 открыт в Х, поскольку в дискретном пространстве все множества открыты и замкнуты. Таким образом, оператор А непрерывен. Множество Q, являющееся полуоткрытым интервалом, является как открытым, так и замкнутым в дискретном пространстве Х. Однако его образ 
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 (фактически – тот же полуоткрытый интервал) не открыт и не замкнут на Y. Следовательно, свойства множества быть открытым или замкнутым не сохраняются при непрерывных отображениях, а значит, не являются топологическими свойствами.   
Замечание 4С.76. Оператор, переводящий произвольное открытое множество в открытое множество (соответственно, замкнутое множество – в замкнутое), называется открытым XE "оператор:открытый"  (соответственно, замкнутым XE "оператор:замкнутый" ). Предшествующий пример показывает, что непрерывный оператор может не быть как открытым, так и замкнутым. С другой стороны, обратный к нему оператор А-1, напротив, является и открытым, и замкнутым. Однако он не является непрерывным, поскольку прообраз множества Q, открытого в Х, не является открытым в Y.
Замечание 4С.77. Множества разной категории могут быть гомеоморфными, т.е. наличие у множества первой или второй категории не является топологическим свойством.
В общих топологических пространствах имеется возможность качественной оценки степени близости точек. Однако существует класс пространств, в которых эта близость может быть охарактеризована количественно. Объекты подобной природы называются метрическими пространствами и рассматриваются в последующей секции.
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ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ

ПРОСТРАНСТВА

Секция  II
МЕТРИЧЕСКИЕ 
ПРОСТРАНСТВА
Среди вещей поистине есть такие, 
которые кажутся близкими, а далеки, 
кажутся далекими, а близки.
Хуайнань Цзы
M.C.Escher's "House in the Lava near Nunziata, Sicilia"  
( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.

Красота математики открывается лишь разуму, любящему истину, 
закаленному в борьбе с трудностями, свидетельствующему о незаурядности и о непреодолимой склонности человека к необычайно запутанным, но неиссякаемым и возвышенным наслаждениям ума, свойственным самой природе людей.

Ян СНЯДЕЦКИЙ

В топологических пространствах общего вида близость точек устанавливается лишь качественно. Однако существует удивительный класс пространств, в которых с помощью дополнительной структуры, называемой метрикой, можно дать точную количественную оценку степени близости. Соответствующие пространства называются  метрическими. 

Метрические пространства обладают рядом исключительно важных топологических свойств. В частности, их топология всегда отделима, а сходимость может быть сформулирована в терминах сходимости числовой последовательности. Топологические пространства, в которых топология может быть определена некоторой метрикой, называются метризуемыми. Метрические пространства по праву славятся великолепными геометрическими свойствами, среди которых отметим ограниченность. Особую роль играют полные метрические пространства, в которых имеется конструктивный способ исследования сходимости последовательности. 

Комната 4С.3. МЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА

Весь предшествующий опыт убеждает нас в том, что природа представляет собой реализацию простейших математически мыслимых элементов.

Альберт ЭЙНШТЕЙН

Рассмотрим класс множеств, на которых имеется непосредственная возможность указать расстояние между точками. Пусть дано множество Х и функционал 
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 при выполнении следующих условий:

1)  ((х,у) ( 0  (х,у(Х,  ((х,у) = 0  исключительно при  х = у;

2)  ((х,у) = ((у,х)  (х,у(Х;

3)  ((х,у) + ((у,z) ( ((х,z) (х,у,z(Х.
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Рис. 4С.23. Неравенство треугольника.
Определение 4С.20. Пара (Х,() называется метрическим пространством XE "пространство:метрическое"  с носителем Х и метрикой XE "метрика"  (. 

Если (Х,() – метрическое пространство, то говорят, что на множестве Х задана метрическая структура XE "структура:метрическая" . Величина ((х,у) в некотором смысле характеризует расстояние XE "расстояние"  между элементами х и у.

Замечание 4С.78. Третья из аксиом метрического пространства называется неравенством треугольника XE "неравенство:треугольника" . Геометрический смысл этого соотношения иллюстрируется на рис. 4С.23. Мы еще убедимся в том, что метрические пространства обладают чрезвычайно богатыми геометрическими свойствами.

На множестве действительных чисел метрика характеризуется равенством ((х,у) = | х – у |. Аналогичная метрика вводится на множестве рациональных чисел. На произвольном непустом множестве Х может быть определена тривиальная метрика в соответствии с равенствами ((х,у)=0 при х=у и ((х,у) = 1 при х(у.  XE "метрика:тривиальная" Соответствующее метрическое пространство называют тривиальным XE "пространство:метрическое, тривиальное" . В евклидовом пространстве метрику задает любое из равенств
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Метрика (2 называется евклидовой XE "метрика:евклидова" .

Замечание 4С.79. Едва ли стоит удивляться, что на одном носителе может быть определено несколько разных метрик. Это характерно для любых структур. 
Замечание 4С.80. Мы убедимся в том, что евклидова метрика в пространстве 
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 обладает наиболее благоприятными свойствами. В блоке Е будет отмечено, что именно эта метрика ассоциируется со скалярным произведением, а соответствующее пространство относится к классу богатейших по своим свойствам гильбертовых пространств.

Рассмотрим пространство последовательностей, суммируемых со степенью р, т.е. удовлетворяющих условию
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Определив метрику
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получаем метрическое пространство lp. На множестве непрерывных функций можно определить следующие метрики 
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Метрика (p может быть также определена в пространстве Lp(0,1) XE "пространство:Lp(0,1)"   измеримых функций, интегрируемых по Лебегу на интервале (0,1)  (см. блок  D).

Замечание 4С.81. Фактически в последних примерах рассматривается один и тот же класс метрик (p. Разница здесь связана исключительно с мерой множества (см. блок D).

Пусть (Х,() есть метрическое пространство, а М – произвольное подмножество Х.
Определение 4С.21. Метрическое пространство (М,() называется метрическим подпространством XE "подпространство:метрическое"  пространства (Х,().

Замечание 4С.82. Метрическое подпространство оказывается подобъектом в категории метрических пространств.

Множество рациональных чисел и отрезок можно рассматривать как метрические подпространства множества действительных чисел. Множество непрерывных функций, значения которых лежат в заданном интервале, образует подпространство класса непрерывных функций.  
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Рис. 4С.24. Единичные шары на плоскости.
Замечание 4С.83. Как мы видим, метрическая структура успешно 
индуцируется на любое подмножество носителя метрического пространства. 

Рассмотрим некоторые геометрические свойства метрических пространств. Пусть (Х,() есть метрическое пространство, х0 – некоторый элемент из Х, (>0. Рассмотрим множества 
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Определение 4С.22. Множества 
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 называются соответственно открытым шаром XE "шар:открытый" , замкнутым шаром XE "шар:замкнутый"  и  сферой XE "сфера"   радиуса (  с центром в х0.

Замечание 4С.84. Рассмотренные ранее множества K((х0) и B((х0) в пространствах 
[image: image100.wmf]¡

 и C[0,1] являются шарами.

Шары единичного радиуса с центром в начале координат на плоскости изображены на рис. 4С.24. Как видно из приведенного рисунка, именно евклидова метрика соответствует естественному понятию двумерного шара, т.е. круга. Нетрудно убедиться, что в трехмерном пространстве с евклидовой метрикой мы получаем обычные шары, чем и обусловлена используемая терминология. В тривиальном метрическом пространстве (Х,() справедливы равенства
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Шаром К((х) в пространстве непрерывных функций является совокупность всевозможных непрерывных функций, графики которых целиком располагаются в полосе от х​-( до х​+( (см. рис. 4С.25).
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Рис. 4С.25. Шар состоит из функций с графиками в полосе от х​-( до х​+(.
Пример 4С.22. Рассмотрим метрическое подпространство Х евклидовой плоскости, представляющее собой круг радиуса р с центром в начале координат. Определим на нем множества 
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 имеющие непустое пересечение, где q>p, а х – некоторая точка на плоскости (см. рис. 4С.26). Очевидно, множество Р, совпадающее со всем пространством Х, представляет собой шар радиуса р, а Q является шаром радиуса q в пространства Х. Таким образом, шар Q большего радиуса оказывается собственным подмножеством шара Р меньшего радиуса. 
[image: image105.jpg]



Рис. 4С.26. Шар Q большего радиуса вложен в шар P меньшего радиуса.
В любом метрическом пространстве семейство всевозможных шаров {K((х) | (>0} образует фундаментальную систему окрестностей точки х. Таким образом, любое метрическое пространство является топологическим. Поскольку сходимость последовательности в топологическом пространстве означает, что все ее элементы (начиная с некоторого номера) попадают в любую окрестность предела, то условие хk(х предполагает выполнение соотношения ((хk,x)(0 при  k((.

Замечание 4С.85. Особенность топологии метрического пространства состоит уже в том, что сходимость там сводится к сходимости последовательности неотрицательных чисел {((хk,x)} к нулю. Таким образом, последовательность в метрическом пространстве сходится к некоторой точке х, если расстояние между элементами последовательности с достаточно большими номерами и точкой х сколь угодно мало. Тем самым сходимость в метрическом пространстве приобретает простой и естественный смысл. 

На основании выше изложенного возникает вопрос о целесообразности рассмотрения топологических пространств общего вида. Появляется понятный соблазн проводить исследование исключительно на уровне метрических пространств. Вводится следующее понятие.
Определение 4С.23. Топологическое пространство называется метризуемым XE "пространство:метризуемое" , если его топология однозначно определяет метрику.

Прежде, чем установить возможность существования неметризуемых топологических пространств, покажем, что топология метрических пространств обладает еще одним замечательным свойством. Для любых различных точек х и у метрического пространства (Х,() обозначим ( = ((x,y)/2. Тогда точки х и у обладают непересекающимися окрестностями K((х) и K((y) (см. рис. 4С.27). Следовательно, всякое метрическое пространство отделимо. Из последнего утверждения вытекает, что, по крайнее мере, все неотделимые топологические пространства заведомо не метризуемы. Это относится, в частности, к двухточечным пространствам с топологиями (1, (2 и (3, а также прообраз множества действительных чисел при действии некоторого функционала (см. пример 4С.18).

Замечание 4С.86. На дискретном двухточечном пространстве мы можем определить тривиальную метрику. Аналогичная метрика вводится на любом дискретном пространстве. На других двухточечных пространствах в принципе нельзя ввести никакую метрику, согласованную с топологией. Тот факт, что большинство двухточечных пространств оказываются не метризуемыми, наводит на мысль о том, что метризуемость является исключением, а не правилом. Впрочем, это и так понятно – любое положительное свойство объекта обычно оказывается исключением.
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Рис. 4С.27. Отделимость метрического пространства.
Замечание 4С.87. То обстоятельство, что неотделимые пространства не метризуемы, едва ли должно нас сильно расстроить. На практике во избежание серьезных неприятностей мы обычно стараемся иметь дело с отделимыми пространствами. Таким образом, установленный нами класс неметризуемых пространств еще не может служить убедительным доводом в пользу необходимости рассмотрения топологических, а не только метрических пространств. К сожалению, существуют чрезвычайно важные с практической точки зрения отделимые неметризуемые пространства. К таковым относится, в частности, банахово пространство со слабой топологией (см. блок Е), пространство бесконечно дифференцируемых финитных функций, а также естественная топология на множестве обобщенных функций XE "функция:обобщенная" . В этой связи приходится смириться с необходимости рассмотрения непрерывности, сходимости и т.п. на топологическом, а не на метрическом уровне.

Замечание 4С.88. Метрическое пространство всегда удовлетворяет первой аксиоме счетности, а значит, все топологические свойства на нем могут быть охарактеризованы с помощью последовательностей. В частности, компактность и секвенциальная компактность здесь эквивалентны. В метрических пространствах сепарабельность равнозначна справедливости второй  аксиомы счетности. 

Исследование какого-либо класса структуризованных множеств неизменно включает в себя рассмотрение преобразований, сохраняющих данную структуру. Даны  метрические  пространства (X,(), (Y,d) и оператор  А : (X,() ( (Y,d) (см. рис. 4С.28).

Определение 4С.24. Оператор А называется изометрическим XE "оператор:изометрический" , если справедливо  соотношение  
d(Ax,Ay)  =  ((x,y)  (x, y(X.

Если А есть биекция, причем как он сам, так и обратный к нему являются изометрическими, то оператор А называют изометрией XE "изометрия" . Два метрические пространства, связанные изометрией, называются   изометричными XE "пространства:метрические, изометричные" .
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Рис. 4С.28. Изометрический оператор А.

Замечание 4С.89. Изометрический оператор подобен монотонному оператору в классе метрических пространств, гомоморфизму универсальных алгебр, непрерывному оператору в топологических пространствах и соответствует понятию морфизма в категории метрических пространств. Изоморфизмами этой категории являются изометрии (см. этаж 5).

Определение 4С.25. Свойство множества называется метрическим XE "свойство:метрическое" , если оно не меняется при изометриях.
Теория метрических пространств изучает свойства множеств с точностью до изометрии, т.е. исключительные метрические свойства множеств. Мы рассмотрим ниже метрические пространства, наделенные некоторыми специальными свойствами.

Комната 4С.4. 
СПЕЦИАЛЬНЫЕ МЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА

Оригинальность математики состоит в том, что в математических науках выявляются взаимосвязи между вещами, крайне не очевидные, если исключить посредничество человеческого разума. 

Алфред Норт УАЙТХЕД

Обратимся к рассмотрению некоторых специфических свойств метрических пространств, вообще говоря, не характерных для общих топологических пространств. В частности, в метрическом пространстве (Х,) можно определить расстояние от произвольной точки до х некоторого множества М
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При этом точка у множества М, которая оказывается ближайшей к х называется проекцией XE "проекция:точки"  точки х на это множество, а оператор Р : Х ( М, который сопоставляет каждой точке пространства ближайшую к ней точку данного множества, называют проектором XE "проектор"  на это множество (см. рис. 4С.29). Отметим также возможность определения расстояния между произвольными множествами М и N (см. рис. 4С.30): 
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Пусть задано метрическое пространство (Х,(). Зададим число
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которое называется диаметром XE "диаметр"  пространства (Х,() (см. рис. 4С.31).
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Рис. 4С.29. Расстояние от точки до множества.
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Рис. 4С.30. Расстояние между множествами.
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Рис. 4С.31. Диаметр множества  М.
Определение 4С.26. Метрическое пространство ограничено XE "пространство:ограниченное" , если оно имеет конечный диаметр. В противном случае его называют неограниченным XE "пространство:неограниченное" . 

Множество в метрическом пространстве ограничено XE "множество:ограниченное" , если ограничено соответствующее ему метрическое подпространство. В частности, отрезок, как подпространство множества действительных чисел имеет конечный диаметр, равный длине отрезка. Таким образом, отрезок ограничен, в то время как само множество действительных чисел является неограниченным метрическим пространством. Ограниченность сохраняется при изометриях, а значит, является метрическим свойством.

Замечание 4С.90. Введенное понятие ограниченности не совпадает с тем, что рассматривалось в теории упорядоченных множеств (см. блок А). Однако на практике ограниченность множеств чаще всего понимается именно в метрическом смысле.

Пример 4С.23. Рассматривается произвольное метрическое пространство 
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r

. Определим на множестве Х другую метрику
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Очевидно, высокая степень близости любых двух в обоих метрических пространствах реализуется одновременно: если расстояние между точками меньше единицы в первой метрике, то аналогичное расстояние будет между ними и во второй метрике. Отсюда следует, что пространства 
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 гомеоморфны, причем соответствующим гомеоморфизмом является единичный оператор на Х. Однако второе из указанных пространств заведомо ограничено (его диаметр не превосходит единицы). В то же время  пространство 
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 произвольно, а значит, может быть не ограниченным. Таким образом, при гомеоморфизме ограниченность множества может не сохраняться, т.е. ограниченность не является топологическим свойством.
Замечание 4С.91. В рассмотренном примере установлено, что любое метрическое пространство гомеоморфно ограниченному пространству с диаметром, не превосходящим единицы (или любого другого положительного числа). 

Рассмотрим еще одно метрическое свойство, связанное с обоснованием сходимости. Для того чтобы установить сходимость некоторой последовательности к соответствующей точке метрического пространства надо показать, что расстояние между произвольным элементом последовательности и этой точкой стремится к нулю при неограниченном возрастании номера элемента. Тем самым требуется априорное знание предела.

Замечание 4С.92. В общем (топологическом) случае нужно проверять, попадают ли элементы последовательности в любую окрестность предела. Таким образом, требуется знать не только сам предел, но и его произвольную окрестность (или хотя бы фундаментальную систему его окрестностей).

На практике, как правило, предел заранее не известен. Более того, имея конкретную последовательность, мы обычно даже не можем быть абсолютно уверенными в ее сходимости. В этой связи возникает необходимость в установлении факта сходимости, исходя из поведения самой последовательности, без привлечения искомого предела.

Определение 4С.27. Говорят, что последовательность {xk} в метрическом пространстве (X,() является фундаментальной XE "последовательность:фундаментальная" , если для любого (>0 найдется такой номер k((), что ( (xm,xn) < ( для всех m и n, больших k(().

Замечание 4С.93. Используются также следующие наименования: последовательность, сходящая в смысле Коши XE "сходимость:в смысле Коши" , и, последовательность, сходящаяся в себе XE "последовательность:сходящаяся в себе" .

Для доказательства фундаментальности достаточно исследовать поведение самой последовательности. Априорное знание предела и даже его существование здесь не требуются. Именно этим обстоятельством объясняется широкое использование фундаментальных последовательностей в приложениях.

Пример 4С.24. Рассматривается пространство Х положительных чисел, понимаемое как метрическое подпространство множества действительных чисел. Очевидно, оператор А : Х ( Х, характеризуемый равенством Ах = 1/х, является гомеоморфизмом. Определим последовательность {xk}, полагая xk = 1/k. Эта последовательность является фундаментальной, хотя соответствующая ей последовательность образов {Аxk} таковой не является. Отсюда следует, что свойство последовательности (подмножества метрического пространства) быть фундаментальной не является топологическим, коль скоро оно не сохраняется при гомеоморфизмах. 

Из определения метрики следует неравенство

((xm,xn) ( ((xm,x) + ((x,xn).

Тогда  из сходимости последовательности  к точке х следует, что эта 
последовательность является фундаментальной. С другой стороны, в метрическом подпространстве ((0,1),() пространства действительных чисел последовательность {1/k} является фундаментальной. Однако она не сходится в рассматриваемом пространстве. Таким образом, фундаментальная последовательность в метрическом пространстве сходится не всегда. 
Замечание 4С.94. Естественно, эта последовательность будет сходиться в более широком пространстве ([0,1),(). Это не должно вызывать удивления. Ранее мы уже сталкивались с примерами, в которых одна и та же последовательность сходилась в одном смысле и не сходилось в другом. Сходимость является топологическим понятием, а значит, она лишена смысла без указания конкретного пространства, в топологии которого устанавливается сходимость.

Замечание 4С.95. В математическом анализе широко используется критерий сходимости Коши XE " критерий:Коши" , согласно которому любая фундаментальная последовательность действительных чисел имеет предел.

Итак, в некоторых метрических пространствах любая фундаментальная последовательность сходится, в то время как в других пространствах, это утверждение не имеет места. Это обстоятельство позволяет выделить класс метрических пространств, в которых реализуется желаемое свойство.

Определение 4С.28. Метрическое пространство называется полным XE "пространство:полное" , если любая фундаментальная последовательность в нем сходится.

Любое метрическое пространство, изометричное полному, само является полным, т.е. полнота является метрическим свойством. Полное метрическое пространство является множеством второй категории. Среди рассмотренных метрических пространств не полны множества рациональных чисел и интервал (0,1) с метрикой пространства действительных чисел, а также множество непрерывных функций с любой интегральной метрикой. 

Пример 4С.25. Натуральные числа. Рассмотрим множество натуральных чисел с метрикой 
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 В результате получается подпространство 
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 естественного метрического пространства действительных чисел. В этом пространстве произвольный открытый шар 
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 сводится к самой точке х. Тем самым любое одноточечное множество в этом пространстве является открытым. Учитывая, что любое множество является объединением одноточечных множеств, заключаем, что любое подмножество натуральных чисел также оказывается открытым. Это означает, что топология, ассоциированная с метрическим пространством 
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, является дискретной. Последовательность натуральных чисел 
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 является фундаментальной, величина 
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 для достаточно больших номеров m и n будет сколь угодно мала. Учитывая, что речь идет о натуральных числах, заключаем, что это возможно исключительно в том случае, когда данная последовательность является стационарной, начиная с некоторого номера. Однако в этом случае она непременно сходится. Таким образом, пространство 
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Пример 4С.26. Рассмотрим на множестве действительных чисел последовательность {xk}, характеризуемую равенством


[image: image127.wmf]11

2

1...

.

k

k

x

=+++


Для произвольного номера р оценим разность
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Отсюда следует, что величина 
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 стремится к нулю при 
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 для любого значения р. Тем не менее, последовательность {xk}, представляющая собой частичную сумму гармонического ряда, расходится. Однако она и не является фундаментальной, поскольку для любого (>0 нельзя подобрать такой номер k((), что неравенство 
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 будет выполнено для всех m и n, больших k(().

Замечание 4С.96. Полное метрическое пространство, а также любое непустое открытое множество в нем являются множествами второй категории. Таковым будет и любое дополнение к множеству первой категории в полном метрическом пространстве. В частности, ранее отмечалось, что множества рациональных и иррациональных чисел образуют, соответственно, множества первой и второй категории в пространстве действительных чисел.
Замечание 4С.97. Любое неполное метрическое пространство (X,() можно расширить до полного метрического пространства (Y,d), называемого его  пополнением XE "пополнение" . При этом множество Х плотно в Y (его замыкание в смысле топологии, определяемой метрикой d, совпадает с Y), а d является продолжением ( на Y (метрика  d, отнесенная к элементам множества Х, совпадает с (). В частности, пополнением  множества ((0,1),(), где ( – модуль разности двух чисел, есть пространство ([0,1],(). Пополнением множества рациональных чисел с естественной метрикой является множество действительных чисел с соответствующей метрикой, а пополнением множества непрерывных функций (C[0,1],(1) – пространство L1(0,1) функций, интегрируемых по Лебегу на интервале (0,1) (см. блок  D).

Замечание 4С.98. На третьем этаже мы определяли действительные числа как всевозможные сечения множества рациональных чисел. Другой способ предполагает их введение как пополнение множества рациональных чисел с соответствующей метрикой. В частности, согласно Кантору под действительным числом понимается класс эквивалентности фундаментальных последовательностей рациональных чисел. Фактически это означает, что действительных числа по Кантору интерпретируются как пределы (в соответствующем смысле) фундаментальных последовательностей рациональных чисел. Оба эти подхода основаны на расширении класса рациональных чисел и являются эквивалентными. 
Замечание 4С.99. Если пополнение множества рациональных чисел осуществляется не в естественной метрике (модуль разности), а в некоторой специальной метрике, связанной со свойствами делимости на некоторое простое число р, то в результате получается множество р-адических чисел XE "число:р-адическое" , являющихся еще одним из обобщений понятия числа. С алгебраической точки зрения это множество образует поле.
Пример 4С.27. Натуральные числа. Ранее рассматривалось полное метрическое пространство 
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 с метрикой 
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 Определим на множестве натуральных чисел другую метрику с помощью равенства 
[image: image134.wmf]/
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 Очевидно, для любого натурального числа х можно подобрать такое число 
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 чтобы открытый шар радиуса ( с центром в точке х сводился к этой точке. Тогда произвольное одноточечное множество оказывается открытым, т.е. топология метрического пространства 
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 также как и в случае 
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 является дискретной. Тем самым рассматриваемые топологические пространства гомеоморфны. Рассмотрим последовательность 
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 следует, что указанная последовательность является фундаментальной. В то же время она не сходится: вспомним, что в дискретной топологии сходятся только те последовательности, которые являются стационарными, начиная с некоторого номера. Таким образом, пространство 
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 оказывается не полным, будучи гомеоморфным полному пространству 
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Замечание 4С.100. Полученный результат показывает, что важнейшее метрическое свойство – полнота не является топологическим свойством. В частности, любой открытый интервал на множестве действительных чисел, будучи гомеоморфным 
[image: image143.wmf]¡

 (полному метрическому пространству) не образует полного пространства. В частности, любая последовательность точек этого интервала, сходящаяся к одному из его концов, является в этом пространстве фундаментальной, но не сходящейся.  
Замечание 4С.101. Обобщением метрического пространства является псевдометрическое пространство XE "пространство:псевдометрическое" , в основе которой лежит понятие псевдометрики XE "псевдометрика" . Она обладает всеми свойствами метрики за исключением того, что из равенства 
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 не обязательно следует, что 
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 В псевдометрическом пространстве определена топология, которая не обязательно отделима. 
В блоке Е мы еще встретимся со специальным классом метрических пространств – с линейными нормированными пространствами, которые наделены не только топологической, но и алгебраической структурой. При этом метрика пространства характеризуется специальной структурой, называемой нормой и обладающей рядом дополнительных замечательных свойств.
Замечание 4С.102. Обобщением линейных нормированных пространств являются линейные топологические пространства, также рассматриваемые в блоке Е. Они относятся к классу равномерных пространств XE "пространство:равномерное" , служащих специфическим обобщением метрических пространств. На равномерные пространства распространяются многие понятия теории метрических пространств, в частности, критерий Коши, теорема о пополнении и др.
Замечание 4С.103. Среди разделов топологии, одной из важнейших математических дисциплин, отметим общую топологию XE "топология:общая" , в которой с наиболее общих позиций исследуются вопросы непрерывности и предела; алгебраическую топологию XE "топология:алгебраическая" , в которой исследуются свойства объектов, не меняющиеся при непрерывных деформациях; комбинаторную топологию XE "топология:комбинаторная" , в которой топологические свойства объектов изучаются при помощи их разбиения на более простые множества; дифференциальную топологию, XE "топология:дифференциальная"  исследующую теорию гладких многообразий и дифференцируемых отображений.
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